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1. まえがき 
 LSI の微細加工技術の発展により, 回路のパラメータ
ばらつきは増大し, タイミング設計における問題を打開
するため, 統計的遅延解析が研究されている.[1-2] 
  LSI 設計における統計的手法が定着するためには, 統
計的遅延解析だけではなく, 遅延故障, 回路の最適化に
おいて, パス及び, 回路素子のクリティカル確率はアル
ゴリズムを考案するうえで重要である. 
  そして, クリティカル確率を定義するため, 統計的に
クリティカルパスを定義しなくてはならない. 本文では, 
与えられた回路のパスのうち, 最も遅延が大きくなるパ
スのことをクリティカルパスと定義し, 任意のパスがク
リティカルパスになる確率をクリティカル確率と定義す
る. 
  現在, 与えられたパスのクリティカル確率を正規分布
の一次線形和を用いて遅延を表現する S-STA[2-3]に基づ
いて算出するアルゴリズム[4]と, 混合正規分布で表現す
る統計的静的遅延解析に基づいて算出するアルゴリズム
が提案されている.[5] 
  正規分布の一次線形和を用いたS-STAは分布間に存在
する相関を扱いやすく高速に計算ができることから, 大
規模回路の解析に向いている. しかし, S-STA 
の重要な演算の一つ, 最大値演算(最小値演算)の結果は, 
正規分布にならない. 正規分布の確率分布関数(PDF)を
持つ確率変量 x,y の最大値演算 Max[x,y]は正規分布にな
らず, 左右非対称な非正規性を持った分布となる. この
ため, 正規分布でない分布を正規分布に近似することに
よって誤差が生じてしまう[6][7][8]. 
  この最大値演算で生じる非正規性の問題を解決するた
め, 遅延分布を混合正規分布表現(Gaussian mixture model, 
GM model) で表す手法が提案されている. 混合正規分布
とは, そのPDFが正規分布のPDFの確率重み付き線形和
で表されるような分布である. 分布を混合正規分布で表
現することで非正規分布を精度良く表現できる. また, 
この混合正規分布は標準正規分布N(0,1)のPDFと累積分
布関数(BDF)の表を用いれば, 統計的に解かれた式を用
いて容易に計算できる. また, 混合正規分布の成分はそ
れぞれ正規分布であるから, 再収斂パス(re-convergent 
path)[4]によって生じる位相幾何学相関も容易に処理で
きる. また, 本論文では条件付き確率を用いた手法[9]で
クリティカル確率の計算手法を取り入れる[10]. これに
より, 既存の手法と比較し, 最大値演算の回数を相対的
に減らすことが可能になる. これにより, [10]と比べより
精度の高いクリティカルパス確率の算出が可能になるこ
とが期待される. 
2. クリティカルパス 
S-STA では, 回路の接続関係をアサイクリックグラフ
G=(N,A)で表され, その上で遅延解析を行う. Gの各点は
主入力(S に含まれるソース点), 主出力(T に含まれるシ
ンク点), あるいは各論理ゲートの入出力端子に対応す
る. 各枝は, 信号の伝達経路を表し, 各枝eに遅延を表す
重み t(e)を与える. この t(e)は確率変量である. 
Gのうち, 1つのソースから 1つのシンクへのパスPの
遅延L(p)はp上の枝の遅延 t(e)の総和であり, 全てのパス
遅延 L(p)の最大値及び最小値がそれぞれ回路の最大遅延
𝐷𝑚𝑎𝑥 = 𝑀𝑎𝑥[𝐿(𝑝)]及び最小遅延𝑑𝑚𝑖𝑛 = 𝑀𝑖𝑛[𝐿(𝑝)]であ
る. 
 
図 1: ソース, シンクとパス P 
 図 1 のようにパス P を構成要素である枝et, 点vtで表
す. 添え字 tはパスP上のシンクから何番目の枝, 点なの
かを表し, 1≦t≦iである.  
 
図 2: パス P上の点 vtに入力されるパス P以外の枝 
 パス P の点点vtに図 2のようにパス P上にない枝が k
本入力されているとする. 枝 eと点 vの添え字mはパス
P上にはない枝の番号のことであり, m (1≦m≦k)番目に
入力される入力枝をebmとし, 枝ebmの始点をvbmとする. 
パス P の点vtまでの遅延は枝e1からetまでの枝の和演算
で表さられパス P のソースから点vtまでの遅延をAtとす
ると, 
 
𝐴𝑡 = ∑ 𝑒𝑛
𝑡
𝑛=1
 2.1 
となる. 一方で点vtに入力されるパス P 以外の遅延の最
大値をBtとすると, Btは 
Bt = 𝑀𝑎𝑥[𝑒𝑏𝑚 + 𝑣𝑏𝑚|1 ≦ 𝑚 ≦ 𝑘] 2.2 
と表される.  
シンク T に入るパスは, eiを通るパスとeiを通らない
パスに分けることが出来る. 次にeiを通るパスに注目し, 
eiを通り, シンク t に入るパスの集合は, ei−1を通るパス
とei−1を通らないパスに分けることが出来る. この作業
をシンク点e1に着目するまで行うと, ソース s，e1，e2，
…，et−1，et，…，ei, シンク t を通るパス，つまりパス P と e1
を通らずe2，…，et−1，et，…，ei, シンク tを通るパスに分解
出来る．ここから, パス P以外の全てのパスの遅延の最大値
を B とすると,2.3式で表される. 
B = Max[Bt_max|1 ≦ 𝑡 ≦ 𝑖]
= 𝑀𝑎𝑥[𝐵𝑡 + ∑ 𝑒𝑛|1 ≦ 𝑡 ≦ 𝑖]
𝑖
𝑛=𝑡
 
2.3 
ここから, Bを求める際, 式(2.2)と式(2.3)で最大値演算
が用いられることがわかる. 次の手法[10]による P(A>B)
を求める手法では, 式(2.3)が削減され, 一つのパスのク
リティカルパス確率を求める際, 最大 i 回の最大値演算
が削減されることを示すことが出来る. 
3. 条件付き確率によるクリティカルパスの計算 
AtがBtよりも大きい確率をP(At > Bt)と表しパス P の
クリティカル確率P(A > B)は,  
𝑃(𝐴 > 𝐵) = 𝑃(⋂ 𝐴𝑡 > 𝐵𝑡)
𝑖
𝑡=1
 3.1 
で表される. ここで同時確率密度関数を計算するため, 
条件付き確率を用いると 
とクリティカル確率を表すことが出来る. 
𝑆𝑡 ≡ 𝐴1 > 𝐵1, 𝐴2 > 𝐵2, … , 𝐴𝑡 > 𝐵𝑡と,さらに, 𝐴𝑐𝑡 ≡
𝐴𝑡|𝑆𝑡−1 , 𝐵𝑐𝑡 ≡ 𝐵𝑡|𝑆𝑡−1と定義すると 3.2式は 
𝑃(𝐴 > 𝐵) = ∏ 𝑃(𝐴𝑐𝑡 > 𝐵𝑐𝑡)
𝑖
𝑡=1
 3.3 
と表すことが出来る.  
クラークの公式を利用するため, Act, 𝐵𝑐𝑡の平均, 分散, 
共分散を求めることで, 𝑃(𝐴 > 𝐵)を求める. 
 アルゴリズム 1は 1つのパスのクリティカル確率を求
める式である.  A, Bおよび dは, 混合正規分布で表さ
れ, 和演算および最大値演算は, パラメータ化された
SSTAによって与えられた統計量の演算である. Sens関数
はグローバル変量の感度とローカル変量の感度を返す関
数である. ただし, n+1番目にローカル感度の変量を与
える. 14, 15行目はクラークの公式の計算手順を示すも
のであり, Φ(β) =  𝑃(𝐴𝑐𝑡 > 𝐵𝑐𝑡)である. 
 
アルゴリズム 1: 特定のパス P に対するクリティカル確
率の計算 
Input: 𝑝 = (𝑣0, … , 𝑣𝑖) 
Output:𝜆(𝑝) 
1:𝐴0 ← 0 𝜆 ← 1 
2:𝑀1 ← 0, 𝐶1
′ ← 𝑑𝑖𝑎𝑔([1, … 1,0]) 
3:for t=1…iの間 
4: 𝐴𝑡 ← 𝐴𝑡−1 + 𝑒𝑡 
𝑃(⋂ 𝐴𝑡 > 𝐵𝑡)
𝑖
𝑡=1
 
= 𝑃(𝐴1 > 𝐵1) ∗ 𝑃(𝐴2 > 𝐵2|𝐴1 > 𝐵1)
∗ 𝑃(𝐴3 > 𝐵3|𝐴1 > 𝐵1, 𝐴2 > 𝐵2) 
. 
. 
.∗ 𝑃(𝐴𝑖 > 𝐵𝑖|𝐴1 > 𝐵1 , 𝐴2 > 𝐵2, … , 𝐴𝑡−1 > 𝐵𝑡−1) 
3.2 
5: [𝑓1, … , 𝑓𝑛, 𝑓𝑛+1] ← 𝑆𝑒𝑛𝑠(𝑒𝑡) 
6: 𝐶𝑡 ← 𝐶𝑡
′ + 𝑑𝑖𝑎𝑔[0 … 𝑠𝑥
(𝑡)] 
7: Bt ← 0 
8: for m=1…kの間 
9:  Bt ← 𝑀𝑎𝑥[𝐵𝑡, 𝑒𝑏𝑚 + 𝑣𝑏𝑚] 
10: end for 
11: [g1, … , 𝑔𝑛, 𝑔𝑛+1] ← 𝑆𝑒𝑛𝑠(𝐴𝑡) 
12: [h1, … , ℎ𝑛, ℎ𝑛+1] ← 𝑆𝑒𝑛𝑠(𝐵𝑡) 
13: E[Act], V[Act], E[Bct]V[Bct]C[Act, Bct]を計算 
14: 𝛼 = √𝑉[𝐴𝑐𝑡] + 𝑉[𝐵𝑐𝑡] − 2𝐶[𝐴𝑐𝑡, 𝐵𝑐𝑡]𝛽 =
𝐸[𝐴𝑐𝑡]−𝐸[𝐵𝑐𝑡]
𝛼
 
15: 𝛷(𝛽), 𝜑(𝛽)を計算する. 
16: 𝜆 ←  𝜆 ∗ Φ(β) 
 17: D ← 𝐶𝑡([𝑔1, … , 𝑔𝑛, 1] − [ℎ1, … , ℎ𝑛0])
𝑇 
18: 𝑀𝑡+1 ← 𝑀𝑖 + 𝛽𝐷/𝑎 
19: 𝐶𝑡+1
′ ← 𝐶𝑡 𝛷(𝛽) −  𝛷(𝛽)𝜙(𝛽)𝐷𝐷
𝑇 /𝑎2 
20:end for 
 
 
4. 実験結果 
 アルゴリズム 1を用いたクリティカルパス確率算出手
法を ISCAS85ベンチマーク回路に対し実行した. 
  真値として, モンテカルロシミュレーションに 
よって得られたクリティカルパス確率を採用し, 精度の
検証を行った. 
  また, 既知の手法との比較を行い, 提案手法がどの程
度効果があるかを検証した.  
 表 1 に実験によって得られた結果を示す. ここでは, 
モンテカルロとは, モンテカルロシミュレーションによ
って得られたクリティカルパス確率を真値とする.  
 
 誤差はそれぞれのクリティカル確率から真値であるモ
ンテカルロの値を引き, 絶対値を取ったものである. 
  改善度は既存手法から誤差を引いたものから提案手法
から誤差を引いたものを引いたものであり, 提案手法が
既存手法と比較しどの程度改善されたかを示す. よって, 
改善度が正であれば改善, 改善度が負であれば改悪とな
る.  
 
 
表 1: 提案手法の誤差と改善度
 
 
こ
こでは一部だが, パスのクリティカリティの改善が認め
られたもの, 認められなかったものをここに記しておく. 
改善度が計れた結果は 40本のパスの内 30本という値に
なり, 全体の 67.5%という結果だったため, 本手法の有
用性が示せている. しかし, 特定の回路に対して, 改悪
のみみられる結果となった.  
 次に誤差率は最も改善したもので 8.793, 最も改善度
が悪いパスで-7.637 となっている. このことから改善度
の範囲は改悪度を上回ったことがいえる. 
 
また, 本手法では特定の回路に対してクリティカルパ
ス確率の総和は 1 を超えていることがわかり, 改善には
至ったが, クリティカルパス確率の総和を 1 以下に抑え
ることが出来なかった.  
 
5. まとめ 
 本論文では, 条件付き確率を用いた統計的静的遅延解
析手法[10]を利用し, 混合正規分布を用いたクリティカ
ル確率の算出手法の最大値演算回数を減らし, 既存手法
[9]に比べどの程度の誤差と改善が得られるかを, 
ISCAS85ベンチマーク回路を用い検証をした. その結果
実験では 75%以上の改善がみられ, 真値であるモンテカ
ルロシミュレーションに近づけることが出来た. しかし, 
用いた 8つの回路のうち 2つで改悪が発生してしまった
ことがわかった. 
  よって, クリティカルパス確率の精度向上が今後の課
題となる. 
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